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Abstract
Quantum chemistry involves various formulas of advanced mathematics. It is important to 

understand the characteristic graph shapes drawn by these formulas. The shapes of atomic orbitals are 
visualized based on spherical harmonic functions. There are many examples of graph display using 
spherical harmonic functions. However, there are few examples that show the procedure for drawing 
the shapes of hybrid orbitals. Hybrid orbitals are displayed as the sum of atomic orbital functions. This 
paper shows the drawing the shapes of hybrid orbitals from composed wave functions using Gnuplot. 
(Article Written in Japanese)
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　理工系大学初年次の化学では量子化学の基礎を学ぶ．学習内容の一つに混成軌道がある．混成軌道を学ぶとき，
合成波動関数の式とイラストを併記して説明がなされるが，その合成波動関数が図示された形になるということを
暗記するだけになるケースが少なくない．また軌道の形を定める球面調和関数などの数学的な土台ができていない
ことも理解を深めにくい一因になっている．本研究では，球面調和関数を用いたコンピュータグラフィックスによ
る直感的な理解を目的として，Gnuplotを用いた混成軌道の形を示すサンプルスクリプトおよびその描画結果の紹
介をする．
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１．はじめに

　大学理工系学部では、教養の化学において量子化学

の領域を基礎として取り扱う。教科書として指定され

てある（であろう）各種書籍1-6）ではその内容を簡潔

な記述で示しており、概略を掴みやすい構成となって

いる。けれども少し掘り下げようとするとシュレディ

ンガーの波動方程式を詳しく取り扱っていくこととな

り、「直交座標－極座標変換」の理解に始まり、常微

分方程式・偏微分方程式・変数分離・規格化条件・確

率論など大学で学ぶ数学（高等数学）に関する知識と

応用が求められる7, 8）。波動関数は距離（動径）の項

と角度の項に変数分離を行い、それぞれの関数を取り

扱っていくが、動径の項ではラゲールの陪多項式が登

場し、角度の項においてはルジャンドルの陪多項式が

出てくる。

　これら陪多項式は大学入学間もない学生にとって未

習の内容であり、ここの解説を化学の時間に確保する

ゆとりはないので、意味不明な状態で進められていく

ことになる。それでも変数分離がなされ、動径に関す

るラゲールの陪多項式を解いた結果の式が一覧で与え

られるから、動径波動関数や動径分布関数が「距離に

関する１変数関数である」と分かるので、高等学校ま

でで学んできた数学の知識でその意味を理解すること

ができる。角度の項ではルジャンドルの陪多項式、球

面調和関数が登場し、そこに複素関数の実部を表現す

るための数学的手法も必要とする。加えて動径の項は

２次元で表現できるのに対して角度の項は３次元での

表現のため、ルジャンドルの陪多項式を解いた結果の

式は直交座標系であれ極座標系であれ、得られた式か

ら直感的に理解することが難しい。そのため「どのよ

うな形になるか？」というところで、書籍中にイラス

トとして描かれているものをそのまま受け入れること

になる。

　パーソナルコンピュータ（パソコン）を使った二次元・

三次元のグラフ描画は色々な場面で活用されており、

Microsoft社のExcel, MathWorks社のMATLABでは多く

の書籍が出されている9, 10）。また、無料のグラフィックソ

フトウェアも多々あり、Octave11）, Gnuplot12）, Scilab13）

, Maxima14）, R15）, Pov-ray16）など、刊行されている

書籍を参照しながら、あまり費用を掛けることなく描

画スキルを習得していくことが可能なものがいくつも

ある。コンピュータグラフィックスとしての原子軌道

や分子軌道の描画についての研究報告17-38）もなされ

ており、パソコンを使った学習方法の活用は、実感を

伴う学びに繋がるので教材研究や教育手法の拡張とい

う観点で重要な役割を果たすことになる．数学におけ

る関数グラフの描画はGeoGebra®39）を用いると簡便

に行うことができる．

　2024年 現 在， 大 学 生 の ノ ー ト パ ソ コ ン 必 携 化

（BYOD：Bring Your Own Device）が進んでいる．

自らのデバイスにグラフ描画アプリをインストールす

ることで，学生個々で表計算やグラフィックス描画，

プログラミングを『いつでも，どこでも』行える環境

が整ってきている．筆者はExcelやGnuplotを用いて二

次元・三次元のグラフ描画による理科教材用あるいは

スポーツ統計学用の資料作成を行っている40-42）．特に

三次元描画による関数の可視化は理解度を深める上で

有用な手段の一つになっている．上述の球面調和関数

も各種グラフ作成ソフトウェアによるサンプルプログ

ラム（スクリプト）がいくつもあり，見本通りに入力

することでソフトウェア利活用の導入にもつながって

いる．一例を示すと，『gnuplotの精義【第二版】』43）

では球面調和関数のサンプルスクリプトが掲載されて

いる．ほかにもWebサイト上に多くの人たちが球面調

和関数に関するスクリプトを例示し，その演算結果（描

画）を示してくれている44-46）．Web情報の支援も含め

て，波動関数の「形」をパソコンによって三次元描画

するという環境は整っている．これらを活用すること

で，波動関数の式がどのようにスクリプトとして記述

されているのかを知り，描画結果としてのグラフと見

比べることで理解を深めていくことができるようにな

っている．

　原子軌道としてのｓ軌道・ｐ軌道・ｄ軌道・ｆ軌道

は，動径の項は距離ｒの関数なので平面座標系のグラ

フ描画を試すことができ，角度の項は球面調和関数の

二乗を用いることで二次元・三次元の描画を手元でで

きる．自らの手でスクリプトを取り扱いながら描画を

行うことで，複雑な数式が持つ意味を部分ごとに分け

ながらイメージできるようになる．しかし次の単元で

登場する混成軌道の話になると，波動関数の合成結果

が書籍に図示されるようなものになる，ということを

掴む段階で苦慮するケースが少なくない．また，波動

関数の合成としての混成軌道がいくつも示される（sp3, 

sp2, sp, dsp2, d2sp3）が，それぞれの波動関数の係数

がなぜそのように導かれていくのかについては誘導が

なされていない場合が多いので，関数およびその形を

暗記してしまうという流れに陥ることも多々あるよう

である．混成軌道における各波動関数の係数について

は幾何学的な導き7, 8）によって演算がなされることを
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示せば高等学校数学までの内容で理解できると思われ

るが，得られた合成関数が図示された形になる，とい

う部分については原子軌道の関数と描画の関係と同じ

く，直感的に理解することは難しい．加えて原子軌道

の形を示す場合とは異なり，混成軌道を描いた報告は

いくつか見つけている37, 38）が，それらを描くスクリ

プトを見つけ出すことができていない．

　検索力の低さ，と言われればそれまでであるが，合

成関数が記されているのであれば，合成関数を用いて

原子軌道描画と同様のスクリプトを作れば解決するの

ではないか，という観点に立ち，原子軌道を描画する

スクリプトの「真似」を試みた．今回はGnuplotを用

いた球面調和関数の二乗を描画する43），というサンプ

ルスクリプトを土台として，原子軌道関数を合成関数

に変えるだけで，「混成軌道の形を描く」ということ

を手元のパソコンでいくつか行ってみたので，混成軌

道の形を描画するために用いたスクリプトとその描画

結果を以下に示していく．

２．方法

２－１．描画環境について

　この資料を執筆している環境を以下に示す．

CPU：Intel Core i9-12900 2.40 GHz

Memory：DDR4, 80 GB

Mainboard：MouseComputer Z690-S01

Graphics：NVIDIA GeForce RTX 3050

OS：Windows11 Home 24H2

Software：Gnuplot Version 6.0.1

　グラフ描画については，Windows10 Home , Intel 

Core i3-2310M, DDR3 16 GB, Gnuplot Version 5.4.8

においても同様に表示できている．表示後の図形回転

操作の応答が遅い場合は，set isosamples の数値を小

さくすることで操作性の向上を図った．

２－２．使用したスクリプトと描画結果

　今回の混成軌道描画のベースとなるサンプルスクリ

プトは『gnuplotの精義　【第二版】』43）のP. 114ペー

ジに掲載されてあるものを用いた．これをもとにｓ軌

道・ｐ軌道・ｄ軌道を描くスクリプトを作成した（表

１）．表１中の球面調和関数（波動関数における角度

の項）は，文献６～８を用いた．これらのスクリプト

を使い，Gnuplotで描画した結果を図１―１から図１

－９に示す．

　このように20行程度のスクリプトで原子軌道の形

を手元で描画できるので，このスクリプトを応用する

ことで混成軌道の描画が可能になる．ここではsp3, 

sp2, sp, dsp2, d2sp3の５つの混成軌道の形を描くため

の合成関数を記述したスクリプトを作り，Gnuplotで

描画させた．用いたスクリプトを表２に示す．また描

画結果を図２―１から図２－５に示す．

３．数式理解とスクリプト

　表１に示したスクリプトは，参考文献43に示されている球

面調和関数の二乗のプロットを作成するコマンドファイル

（スクリプト）をもとに，Y0
0,Y1

−1,Y1
＋1,Y1

0,Y2
−2,Y2

−1,Y2
＋1,Y2

＋2,Y2
0

の二乗となるように球面調和関数の部分について適宜

書き換えただけのものである（表１のスクリプト，①

～⑨）．球面調和関数を得るためのルジャンドルの陪

多項式が解けない（意味が分からない）状態であって

も，演算結果としての式として表１のようなものが書

籍から得られるのであれば，極座標表現としてのスク

リプトの意味が分かれば良いだけである．また，スク

リプトそのものが理解できていなくても，「この式を

この形に変更してみる」という指示さえ行えば，描画

の体験そのものは可能であり，描かれた原子軌道の形

が書籍に掲載されてある形と類似しているので，納得

しやすくなると思われる．そのスクリプトの記述から，

極座標表現の意味の理解を促すきっかけにもなると考

えられる．こうした手続きが，暗記に頼るという部分

からの脱却に繋がっていく．

４．与えられた関数（混成軌道の関数）の応用

　球面調和関数の描画は各種Webサイトでも多々掲示

されている44-46）．球面調和関数を用いて描画手続きを

行うことは，原子軌道の形をイメージさせるのに便利

である．波動関数の角度の項（形）に関する数式が入

手できるのであれば，波動関数の合成であっても描画

可能であるということはすぐに分かる．混成軌道は波

動関数の合成によって表示されており，示されている

関数を用いて球面調和関数の組み合わせを作り，スク

リプトにすることで混成軌道の形を描画することが可

能になる．書籍に掲載されてある球面調和関数をもと

に，原子軌道の形を描画する手続きと同様に球面調和

関数の合成を行ったスクリプトに書き換えてみたもの

が表２のリストであり，その描画結果が図２になる．
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それぞれの混成軌道の形が書籍に掲載されてある形と

類似しているので，混成軌道としての「合成された波

動関数」の形が実感できるようになる．

５．おわりに

　原子軌道や混成軌道の形を手軽に描画できるという

ことは，化学・数学・プログラミングを融合させる手

続きであるとともに，数式理解を促すための一助にも

なる．今回，参考とした書籍に掲載されてあるスクリ

プトを模倣するだけの手続きを示したが，このような

単純な操作であっても化学の内容理解・数式の把握・

プログラミングの基礎を習得する土台づくりになる．

真似をすることの大切さ，実感することの重要性など，

多くの先生方が学習方法の工夫を示されている．混成

軌道の形を描画するということは，波動関数の合成（数

学の理解），描画手法の習得（プログラミングスキル

の向上）を伴うので，量子化学を理解するための手続

きが数学・プログラミングの理解向上にも繋がってい

くことになる．
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表
１
．
原
子
軌
道
の
形
を
表
現
す
る
球
面
調
和
関
数
の
二
乗
の
ス
ク
リ
プ
ト
（
文
献

9
を
参
照
し
て
書
き
換
え
た
も
の
）

#①
ｓ
軌
道

re
se

t
sc

al
e=

0.
2 

se
t s

iz
e 

1.
0,

 1
.0

se
t x

ra
ng

e 
[-

sc
al

e:
sc

al
e]

se
t x

tic
s -

1.
1,

 0
.1

, 1
.1

 o
ffs

et
 -0

.8
, -

0.
8

se
t y

ra
ng

e 
[-

sc
al

e:
sc

al
e]

se
t y

tic
s -

0.
1,

 0
.1

, 0
.1

 o
ffs

et
 0

.8
, -

0.
8

se
t z

ra
ng

e 
[-

sc
al

e:
sc

al
e]

se
t x

yp
lan

e 
at

 0
se

t i
so

sa
m

pl
es

 6
4,

 3
2

se
t v

ie
w 

75
, 2

0
se

t h
id

de
n3

d
se

t p
ar

am
et

ric
S(

u,
 v

)=
sq

rt(
1/

(4
.0

*p
i))

xs
(u

, v
)=

S(
u,

 v
)*

*2
*s

in
(u

)*
co

s(
v)

ys
(u

, v
)=

S(
u,

 v
)*

*2
*s

in
(u

)*
sin

(v
)

zs
(u

, v
)=

S(
u,

 v
)*

*2
*c

os
(u

)
sp

lo
t 

 [
0:

pi
] [

0:
2*

pi
] x

s(
u,

 v
), 

ys
(u

, v
), 

zs
(u

, v
)

#②
ｐ

x軌
道

re
se

t
sc

al
e=

0.
3 

se
t s

iz
e 

1.
0,

 1
.0

se
t x

ra
ng

e 
[-

sc
al

e:
sc

al
e]

se
t x

tic
s -

1.
1,

 0
.1

, 1
.1

 o
ffs

et
 -0

.8
, -

0.
8

se
t y

ra
ng

e 
[-

sc
al

e:
sc

al
e]

se
t y

tic
s -

0.
1,

 0
.1

, 0
.1

 o
ffs

et
 0

.8
, -

0.
8

se
t z

ra
ng

e 
[-

sc
al

e:
sc

al
e]

se
t x

yp
lan

e 
at

 0
 

se
t i

so
sa

m
pl

es
 6

4,
 3

2
se

t v
ie

w 
75

, 2
0

se
t h

id
de

n3
d

se
t p

ar
am

et
ric

X(
u,

 v
)=

sq
rt(

3.
0/

(4
.0

*p
i))

*s
in

(u
)*

co
s(

v)
xx

(u
, v

)=
X(

u,
 v

)*
*2

*s
in

(u
)*

co
s(

v)
yx

(u
, v

)=
X(

u,
 v

)*
*2

*s
in

(u
)*

sin
(v

)
zx

(u
, v

)=
X(

u,
 v

)*
*2

*c
os

(u
)

sp
lo

t 
 [

0:
pi

] [
0:

2*
pi

] x
x(

u,
 v

), 
yx

(u
, v

), 
zx

(u
, v

)

#③
ｐ
ｙ
軌
道

re
se

t
sc

al
e=

0.
3

se
t s

iz
e 

1.
0,

 1
.0

se
t x

ra
ng

e 
[-

sc
al

e:
sc

al
e]

se
t x

tic
s -

1.
1,

 0
.1

, 1
.1

 o
ffs

et
 -0

.8
, -

0.
8

se
t y

ra
ng

e 
[-

sc
al

e:
sc

al
e]

se
t y

tic
s -

0.
1,

 0
.1

, 0
.1

 o
ffs

et
 0

.8
, -

0.
8

se
t z

ra
ng

e 
[-

sc
al

e:
sc

al
e]

se
t x

yp
lan

e 
at

 0
se

t i
so

sa
m

pl
es

 6
4,

 3
2

se
t v

ie
w 

75
, 2

0
se

t h
id

de
n3

d
se

t p
ar

am
et

ric
Y(

u,
 v

)=
sq

rt(
3.

0/
(4

.0
*p

i))
*s

in
(u

)*
sin

(v
)

xy
(u

, v
)=

Y(
u,

 v
)*

*2
*s

in
(u

)*
co

s(
v)

yy
(u

, v
)=

Y(
u,

 v
)*

*2
*s

in
(u

)*
sin

(v
)

zy
(u

, v
)=

Y(
u,

 v
)*

*2
*c

os
(u

)
sp

lo
t 

 [
0:

pi
] [

0:
2*

pi
] x

y(
u,

 v
), 

yy
(u

, v
), 

zy
(u

, v
)

図
１
－
１
．
ｓ
軌
道

図
１
－
２
．
ｐ
ｘ
軌
道

図
１
－
３
．
ｐ
ｙ
軌
道



71
量子化学の学びにおける混成軌道の描画
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